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Resume 

Nous etudions dans cet article les solutions des equations de Navier-Stokes en deux di- 
mensions, avec donnee initiale dans dBMO. Pour u\t=Q dans I'adherence de la classe de 
Schwartz, nous obtenons I'existence et I'unicite d'une solution globale, et une estimation 
sur sa norme dans dBMO. 

Abstract 

We study in this article the solutions of the Navier-Stokes equations, with an initial data 
in dBMO. For u\t=o iii the closure of the Schwartz class, we obtain the existence and 
uniqueness of a global solution, and an estimate on its norm in dBMO. 



1 Introduction 

1.1 Les equations de Navier-Stokes 

Nous nous interesserons dans cet article aux solutions globales du probleme de Cauchy 
associe aux equations de Navier Stokes, qui decrivent le mouvement d'un fluide visqueux 
dans I'espace tout entier. Ce mouvement est decrit par les variables t) et t) qui 
donnent, en un point x de I'espace et au temps t, respectivement la vitesse et la pression 
du fluide. Nous considerons le cas d'un fluide incompressible (ce qui entraine la condition 
divu = 0), et de viscosite u = 1. Les equations de Navier-Stokes prennent alors la forme 
suivante : 

{dtu — Aii + u ■ Vu = —Vp 
divn = 
M|t=0 = ^^0 • 

Nous considererons aussi brievement le cas ori une force exterieure derivant d'un poten- 
tiel V est appliquee. Le systeme devient alors : 

{dtu- /\u + u- Vu = -Vp + VV 
divu = 
U\t=Q = Uo . 



Sauf mention contraire, nous nous placerons toujours en deux dimensions d'espace. 



1.2 Solutions de Leray 

La theorie des equations de Navier-Stokes a ete initiee par Jean Leray ; il s'est interesse 
aux solutions d'energie finie de (NS) issues de uq ^ L?. 

L'espace est r espace d'energie pour les conditions initiales ; l'espace d'energie associe 
aux solutions de I'equation de Navier-Stokes est defini par : 

oil est l'espace de Sobolev homogene, soit I'ensemble des fonctions / pour lesquelles 
La norme de C s'ecrit : 

Iblk = lbllL°°(M+,L2) + lbllL2(K+_^i)- 

Les solutions de {NS) appartenant a cet espace sont appelees solutions de Leray. Le 
theoreme suivant garantit leur existence et leur unicite. 

Theoreme 1 (J. Leray [13]) Soit vq G L'^{^^). II existe une unique solution globule 
V £ C de (NS) ayant vq pour condition initiate. 



1.3 Equation integrale, equation projetee 

La formulation integrale des equations de Navier-Stokes {NS) s'ecrit : 

u{t) = e'^uo - f e(*-')^PV • (n(s) u{s))ds 
(1) Jo 

= e^^UQ — B{u, u) , 

oil I'on note P le projecteur de Leray sur les champs de vecteur a divergence nulle, et B 
I'operateur bilineaire 

B{u, v) =^ r e(*-")^PV • (n(s) v{s))ds . 
Jo 



On pent montrer que le noyau de V'^e'^PV- s'ecrit : 

avec Gfc G LinL°°. On notera pour plus de simplicite indifferemment G pour tous les G^. 
De meme, nous considererons dans ce qui suit pour alleger les ecritures que B opere sur 
des fonctions reelles. Ceci nous conduit aux notations suivantes jS] : 

VBiu,v)= I , V^ G ( " ) * {u{s)v{s))ds 
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Suivant un abus de langage habituel, nous appellerons dans cet article "solutions de (NS)" 
des solutions de I'equation integrale (0) (solutions "mild^^). Les solutions de ne 
sont pas a priori des solutions du systeme {NS) presente en tete de cet article, voir |12| pour 
une discussion a ce sujet. Par contre, pour ce qui est des solutions que nous considererons, 
I'equation integrale est equivalente a I'equation projetee : 

{dtu - An + P(n • Vn) = 
div n = 
u\t=Q = no 

Cette equation sera consideree au sens des distributions. Notons que Ton pent (au moins 
formellement) revenir a (NS) en calculant la pression grace a la formule 

—Ap = div(n • Vn) . 
1.4 Espaces critiques pour les conditions initiales 

La definition des espaces critiques repose sur les proprietes d'invariance par dilatation et 
translation des solutions de (NS). Soyons plus explicites : soit u une solution de (NS) 
associee a la condition initiale no- Alors, si A > et xq G M^, An(A(x — a;o),A^t) sera 
associee a Ano(A(x — xq)). Un espace de Banach X ■— > 5' sera dit critique (sous-entendu : 
pour les conditions initiales de {NS)) si sa norme verifie : 

(2) VA > , Vxo G ||n||x = A||n(A(- - xo))||x • 

On voit facilement que, en dimension deux d'espace, L^, les espaces de Besov Bp^q (avec 

I ^ P,Q ^ oo) et dBMO sont des espaces critiques (se reporter a la troisieme partie pour 
une definition de ces espaces). 

II est interessant de noter (^) que tout espace critique X verifie : 

''-'00,00 • 

D'autre part ([HI, jllj^. on a la chaine d'inclusions suivante : 

(3) ^ Blq' ^ iij;^ ^ dBMO ^ B^]^ 
oil p,q e [2, cxd[. 

En dimension d'espace quelconque, des theoremes garantissent I'existence d'une solution 
locale u* pour {NS) si no est de norme grande dans un espace critique X : voir [S] 

pour B^^q et 0, [m pour dBMO. 

En dimension 2 d'espace, nous avons vu que I'espace d'energie est lui-meme un espace 
critique. En utilisant cette propriete, I. Gallagher et F. Planchon ^ ont pu montrer que, 

• --1 

pour une donnee initiale grande dans Bp^q , la solution locale en temps u* se prolonge 
a M^, et obtenir ainsi une solution globale en temps. Nous nous proposons d'appliquer la 
meme methode a dBMO. 

Mais avant de nous interesser a {NS) avec no G dBMO, deux remarques doivent etre 
faites sur cet espace : 
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• Un probleme pose par dBMO est que dBMO / g^^^^o ^pg^^j^^^gj^^g ^g classe 
de Schwartz dans dBMO) ; on retrouve ce probleme pour les espaces de Besov 
d'indice q infini. Nous nous restreindrons done souvent dans ce qui suit a g^^^'^^ _ 

• Signalons d'autre part que dBMO est, en un certain sens, I'espace optimal pour 
la resolution de (NS). En effet, dBMO est le plus gros espace critique X, dans la 
chaine d'inclusions precedente (qui se generalise a R"), pour lequel on salt demontrer 
un resultat d'existence de solutions de (NS) dans M" avec uq £ X petit. En fait, 
on pent formaliser et fonder cette observation, et donner un sens precis a I'idee 
que dBMO est optimal : voir p. 

1.5 Solutions de Koch et Tataru 

H. Koch et D. Tataru ont, dans obtenu I'existence de solutions globales de (NS), en 
toute dimension, pour une donnee initiale petite dans dBMO. Avant d'enoncer ce resultat 
plus precisement, il nous faut introduire les espaces Xt, < T < oo ; Xt est I'ensemble 
des fonctions w pour lesquelles la norme suivante est bien definie et finie : 

\\w\\xt = sup Vt\\w{t)\\oo + sup t\\Vw{t)\\oQ 
0<t<T 0<t<T 

\ 1/2 

+ sup sup ( / -f I w{y,t) p dy dt \ , 




0<_R<VT2^eR2 \Jo J B{x,R) 



ou Ton note pour la moyenne de / sur la boule B{x, R) : -f f = — — — — - / /. 

J B(x,R) \^{X,R)\ Jb{x,R) 

Nous verrons dans la troisieme partie que le troisieme terme de cette norme est adapte a 
des donnees initiales dans dBMO puisqu'il est fini si = e^^WQ avec wq G dBMO. 

Les demonstrations des resultats suivants peuvent etre trouvees dans et 0. 

Theoreme 2 (H. Koch, D. Tataru, [11]) Soit d > 2. II existe e > tel que, si wq G 
dBMO{M.'^) est de divergence nulle et WwqWqbmo < £; existe w une solution globale 
de (NS) verifiant I'inegalite suivante : 

(4) IkllXoo < C\\wo\\3BMO , 

pour une constante C. De plus, si wq G ^^^^^'^ ^ alors 

\\w\\xt — * . 

Idee de la preuve : On considere I'equation integrale a laquelle on applique le 
theoreme de point fixe El en se plagant dans I'espace X^o, defini ci-dessus. On s'assure 
done des points suivants : 

• lle^'^w^olUoc < \\wo\\dBMO 

• B : X Xoo — > ^oo est bicontinue ; ceci est garanti par la proposition suivante : 
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Proposition 1.1 ( jllp // existe t] > tel que, VT e]0, oo], 



(5) \\B{u,v)\\xt < v\\u\\xt\\v\\xt ■ 

On dispose aussi de ['estimation, si < t < T, et pour une constante C > : 

(6) \\B{u,v){t)\\QBMO < C\\u\\xt\\v\\xt ■ 

On peut done appliquer le theoremelHl et le theoreme El en decoule. ■ 
Le theoreme precedent s'adapte facilement pour fournir I'existence de solutions locales 
a donnees grandes ; cependant on doit se restreindre a des donnees dans S , pour 
pouvoir garantir que ||e*^ii;o||xT - — ^ et appliquer le theoreme de point fixe IHl enonce en 

annexe. On obtient alors : 

Theoreme 3 Soit uq G S'^^^^'^ {W^) de divergence nulle. II existe T* > et u € Xt* une 
solution de (NS) sur [0, T*] issue de uq. De plus, \\u\\xt - — ^ 0. 

Une question naturelle est maintenant celle de I'unicite des solutions de Koch et Tataru. 
Soit £t I'espace 

(7) £t =^ {/ G L5^e(]0,T],L-) , lim||/||x, < ^} • 

Proposition 1.2 ([6j) Deux solutions de (NS) appartenant d I'espace £t pour unT > 
et issues d'un mime uq G dBMO sont egales. 

2 Etude de (TVS') et {NSF) pour uq e S^^^^^ 
2.1 Resultat principal 

Nous nous proposons dans le present article d'etendre a des donnees grandes dans dBMO, 
et en deux dimensions, le resultat d'existence globale (en temps) obtenu par H. Koch et 
D. Tataru pour des donnees petites dans dBMO. 

II nous faut ici faire mention de ^HI ■ Les auteurs prouvent dans cet article par des methodes 
d'analyse harmonique I'existence, pour uq £ L°°(M^), d'une solution globale de (NS) 
dans Lj^^([0, oo[, Or le theoreme El donne pour une condition initiale dans S 

I'existence locale d'une solution de (NS) de norme L°° finie pour t > 0. Ces deux elements 
permettent de deduire, pour uq £ S , I'existence d'une solution globale de (NS). 
Cependant, on a oublie ce faisant le cadre dBMO. La methode que nous presentons ici, 
outre qu'elle prouve I'existence d'une solution globale, permet aussi de montrer que cette 
solution est dans -LJ^^([0, oo[, dBMO), et donne une estimation sur sa norme dans dBMO. 

Avant d'enoncer le theoreme, il nous faut definir I'espace dans lequel I'unicite sera prouvee ; 
nous aurons besoin de la norme de type Carleson suivante (cette norme intervient deja 
dans la definition de Xt) ■ 

^ 1/2 

\u\\c,T = sup sup ( / f \u{y,t)\'^dydt 

0<R<VTxe 
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Nous pouvons maintenant definir I'espace d'unicite 

(i) ll^l|c,T < oo VT 

lii) VT G M+,3e > tel que u € L'^^{]T,T + el 1°°) 

et lim||'u(T + -)|U, < ^ 

ou T/ est la constante strictement positive intervenant dans la proposition 11.11 et dans la 
definition de £t- La condition (i) va nous permettre de garantir, si en outre u est solution 
de (NS), que u est faiblement continue. Quant a (ii), elle signifie que pour tout r G R"*", 
u{t + .) appartient a (defini en ((7|) pour un certain e > 0. 

Remarque 2.1 Notons que la classe d'unicite qui vient d'etre definie englohe des resultats 
dejd connus sur {NS) en deux dimensions, avec uq dans dBMO ou un sous-espace 
de dBMO. 

• On verifie aisement que notre classe d'unicite comprend les solutions L^^(M+,L°°) 
construites dans llClj/ - car ces dernieres sent localement hornees dans . 

• Elle comprend aussi les solutions de Koch et Tataru (theoremes\^et\^ : si u est I'une 
de ces solutions, elle verifie clairement {%). Elle verifie d' autre part (ii) en t = ; 
en T > aussi car u est bornee dans sur [6, T[ pour tout 6 > 0, si I'on note T le 
temps d' existence de la solution. 

■ -1+^ 

• Elle comprend enfin les solutions uniques dans CiW^ ,Bp^q avec q < oo constru- 
ites dans f^. 

[En ejjet, soit u une solution dans C(M+,i?p,g L'hypothese q < oo implique que 
u est a valeurs dans g^^^^'^ _ place maintenant au temps r > 0, puis on 

resoud I'equation par point fixe, pour T assez petit, dans Xt H L^{[0, T], Bp^q ^ '' ) 
(voir ]^), et on conclut par unicite de la solution d'un probleme de point fixe que 
u{t + •) appartient pour T assez petit d Xt. Ceci implique que {ii) est verifiee, et 
que {i) Vest aussi pour T proche de 0. 

D 'autre part, u s'ecrit (se reporter a ^) u = v + w, avec w bornee dans -L°° et v 
localement d'energie finie pour t > 0, done {i) est verifiee pour tout T. ] 

II est temps d'enoncer notre theoreme principal. 

Theoreme 4 Soit uq G 5^'^^^'^(M^) de divergence nulle. II existe une solution globule 
de {NS), u, a valeurs dans dBMO issue de uq. Cette solution verifie pour tout 5 > G et 
pour une constante C{5) dependant de uq et de 5 : 

Vt>0 \\u{t)\\9BMO<C{6){l+t^). 

De plus, cette solution prolonge la solution de Koch et Tataru (theoreme\^, definie seule- 
ment localement, et est unique dans la classe £. 

La preuve de ce theoreme est I'objet des sections 12.21 et 



(8) 



def 
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Remarque 2.2 En fait, nous prouvons dans ce qui suit que u peut s'ecrire u = v + w, 

avec sup\/t|| t/j(t)||oo borne, \^\\'v(t)\\ borne pres de 0, etv (z L/^^^H^ en dehors de 0. Les 

t>o 

inclusions classiques L°° ^ BMO et > BMO impliquent que u appartient d Vespace 

L^^{R+,dBMO) n BMO) . 

Cet espace presente une analogic clairc avec 

L'^{R+,L^)nL'^{R'^,H^) , 
qui est Vespace d'energie C defini plus haut. 

2.2 Construction de la solution 

Cette section est consacree a la construction de la solution qui fait I'objet du theoremelU; 
il s'agit done de la preuve de la partie "existence" du theoreme|^ 

Soit uq G 5 . Nous procedons de la maniere suivante : 

1. no s'ecrit comme somme d'une partie grande et reguliere uq, et d'une partie petite 
et moins reguliere wq. Le theoreme de Koch et Tataru donne I'existence d'une 
solution w de {NS) issue de wq ; on se ramene ainsi a une equation (faisant intervenir 
w) d'inconnue v, et de donnee initiale vq. 

2. L'utilisation d'un theoreme de point fixe permet alors d'obtenir une solution v ap- 
partenant a Xt et locale en temps. 

3. Par un argument de propagation de regularite, on montre qu'il existe un temps 
strictement positif pour lequel v £ L"^. 

4. Une estimation d'energie a priori permet de rendre v globale en temps. 

C'est la methode utilisee par I. Gallagher et F. Planchon dans jS] pour des donnees initiales 
dans des espaces de Besov. Cette idee a ete utilisee pour la premiere fois dans le cadre 
des equations de Navier-Stokes par Calderon [2]. 

Comme nous I'avons vu, la premiere etape de la demonstration consiste a decouper la 
donnee initiale. Soit done uq £ S de divergence nulle. Par definition de cet espace, 

il existe vq et wq, tons deux de divergence nulle, et tels que : 

• Uq=Vq+Wq 

• f S 5 

• wq £ dBMO, et ll^ollaBMO < ^ pourra etre fixe ulterieurement. On le prendra 
assez petit pour que tons les theoremes dont nous aurons besoin s'appliquent). 

Par le theoreme |21 il existe w une solution de (NS) issue de wq. De plus, w verifie les 
estimations (HJ). Si u verifie I'equation on voit aisement que v est solution de : 

(9) v{t) = e^^VQ - B{v, w){t) - B{w, v){t) - B{v, v){t) 
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Nous avons maintenant besoin de la definition suivante : soit Yr I'espace defini par : 



La proposition suivante va nous donner I'existence d'une solution locale dans Xt H Yt- 

Proposition 2.3 // existe T > tel que ^ admette une solution v sur [0, T] appartenant 
d Xt n Yt- 

Preuve de la proposition : Nous commengons par construire une solution dans Xt ; 
nous montrerons ensuite que cette solution appartient aussi a Yt- II s'agit dans un premier 
temps de pouvoir appliquer le theoreme de point fixe |H1 (voir I'annexe) a la resolution 
dans Xt de ©, c'est a dire de s'assurer qu'il existe un T tel que le theoreme s'applique. 
II nous faut verifier les points suivants : 

• ||e*^fo||x'7^ — *■ ; c'est le cas pour vn G S. 

T^o 

• B : Xt X Xt Xt est bicontinue ; c'est vrai d'apres ©• 

• •)II£{Xt) ^)II£{Xt) finies et leur somme est strictement inferieure 
a 1 ; c'est le cas si ^st assez petit, du fait de ©• 

Nous obtenons ainsi T > et v solution de Q sur [0, T]. Nous allons maintenant montrer 
que V appartient aussi a Yr, en appliquant le lemme de propagation de regularite 15 . II (avec. 
pour reprendre les notations du lemme, X = Xt et y = Yt) a I'equation Q. II nous faut 
nous assurer des points suivants : 

• e*^uo € Yt ; ceci est verifie des que vq S. C'est ici que cette hypothese intervient. 

• B : Xt x Yt ^ Yt et B : Yt x Xt — > Yt sont bicontinues ; c'est I'objet de la 
proposition suivante, dont nous renvoyons la demonstration a la fin de cette section. 

Proposition 2.4 L'application B est bicontinue de Xt xYt ^ Yt- 

• B{w,-) : Yt ^ Yt et B{-,w) : Yt ^ Yt sont continues et la somme de leurs 
normes est strictement inferieure a 1. Ceci decoule aussi de la proposition 12.41 : 
B : Xt x Yt ^ Yt est bicontinue, done B{w,-) et B{-,w) sont dans C(Yt), et 
\\B{w,-)\\^Yt) + ll-^("'''^)ll£(yT) < 1 si ||w||xt est assez petite. 

Nous disposons maintenant de v solution de {NS) sur [0, T], appartenant a Xt H Yt- H 

En particulier, il existe r > tel que v{t) G (Parler de v{t) a un sens, en effet, nous 
verrons dans la suite que v est faiblement continue) . II nous faut maintenant etendre a M"*" 
notre solution definie pour I'instant localement. C'est I'objet de la proposition suivante, 
qui porte sur une estimation d'energie a priori. 

Proposition 2.5 Soit Vr G L"^, et w comme ci-dessus. On considere v solution de 




def 
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L°°([0,T],L2) + sup Vi\\Vf{t)\\T2 . 
0<t<T 



(10) 



< 



dtv - Av + ¥{v -Vv + w - Vv + v ■ Vw) = 
div V = 

^ V\t=r = Vr 
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On dispose alors de V estimation a priori suivante sur la norme de v 

(11) II^WIIl-(M,l2) n L2(M,iji) ^ <^ (7) ■ 

Preuve de la proposition : 

Dans la premiere des trois equations de (|lUjl on prend le produit scalaire (spatial) avec v 
puis on integre (en temps) et on obtient, en utilisant divv = divw = : 



(12) \\vit)\\l + 2 \\Vvis)\\lds+ / {v ■ V)vw dx ds = \\u 



(Si p £ [1,00], on note || • ||p pour la norme de I'espace de Lebesgue L^). L'inegalite de 
Holder et le fait que \/t||u'(t)||oo < Ce permettent d'ecrire : 



(v ■ V)vw dx ds 



< J \\v{s)\\2\\Vv{s)\\2\\wis)\\oods 

< Ce \\Vv{s)gds + J' MjMrfs^ 

En reportant dans (|12l) . on obtient : 

\\vml + i2-Ce) j'wVvg < \\v,\\l + Cej'^^^^^ds, 
et le lemme de Gronwall permet d'obtenir le resultat souhaite. ■ 

On pent maintenant appliquer le schema standard : regularisation de I'equation (NS) 
sur [r, +oo[, puis passage a la limite faible en utilisant I'estimation precedente. On en 
deduit que v se prolonge a M"*" en une solution de (NS) verifiant (fTT|) . En posant u = v+w, 
on obtient une solution globale de {NS) issue de uq. Comme ^ dBMO, et du fait des 
inegalites (fTT|) et ©, on dispose de plus de I'estimation suivante : 

hmaBMo < C{6){l + t^) , 
pour tout (5 > 0, oil Ton a ecrit C{5) pour une constante dependant de 6. 

II nous reste a demontrer la proposition 12.41 que nous avons utilisee plus haut : 
Preuve de la proposition 12. 4t Les inegalites de Young et Holder permettent d'ecrire 

\lB(w,v){t)h = II ^' ivT^) * ''"<''''<'"'*'ll^ 



< ||G||i {supVt\\w{t)\\oo I ( sup ||i;(^tj||2 
j>o J Vt>o 



ds 



^Jt - S^S ' 



Ainsi, 



\Biw,v){t)\\L<^^[0T]L2) = sup \\B{w,v){t)\\2 

0<t<T 

< \\C\\i ( sup / '^f ) ( sup \/t||u;(t)||oo ) ( sup \\v 

\0<t<TJo y/Sy/t-Sj \0<t<T J \0<t<T 

^ IklkrlbllyT ' 
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ou Ton note a < 6 si a < Cb pour une constante C. II nous reste maintenant a obtenir 
une estimation de la norme du gradient de B ; pour ce faire, nous decomposons cette 
fonctionnelle en une somme de deux termes : 

pt/2 j-t 

B{w,v){t)= I e(*~")^PV(w(s) ®w(s))(is+ / e(*"")^PV(ii;(s) t;(s))ds 

Jo Jt/2 

= Bi{w,v){t) +B2{w,v){t) 

Et nous ecrivons 'VB(w,v) = 'VBi{w,v) + B2{'Vw,v) + B2{w,'Vv). II vient alors, en 
utilisant les inegalites de Young et Holder : 



\VBi{w,v)it)\\2 



t/2 



1 



(t-s)2 
{t-s)^S Vo<t<T 



) * {w{s)v{s))ds\ 



sup \\v 

0<t<T 



Soit : 



sup Vi\\VBi{w,v){t)\\2 



< 



w 



0<t<T 



En utilisant encore une fois la meme majoration, on montre enfin : 



sup \\B2{Vw,v){t)\\2 < sup / ( sup t||Vtt;(t)||oo ) ( sup \\V\L)\\2 

0<t<T 0<t<T Jt/2 S\/t - S \o<:t<T / \0<t<T 



< 



sup \\B2iw,Vv){t)\\2 < sup / 

0<t<T 0<t<TJt, 



W\\Xt\\v\\Yt 

* ds 



t/2 Sy/t - S \0<t<T 



sup 



Vt\\wit)\\, 



< 



sup 

0<t<T 



II apparait maintenant pourquoi nous avons du decomposer B sous la forme B 
B2. les formules ci-dessus comprennent en effet des integrales (comme J^* '^^ 
convergeraient pas si le domaine d'integration etait [0,t]. ■ 



It/2 Sy^- 



= Bi + 
qui ne 



2.3 Preuve de I'unicite dans S 

Cette section est consacree a la preuve de la partie " unicite" du theoreme 0] 

Montrons d'abord que deux solutions dans £ de meme condition initiale sont egales. Solent 
done u, u deux solutions de (NS) issues de uq et appartenant a £. Soit 

r = inf{t G M+ , u{t) / u{t)} . 

Supposons par I'absurde t < 00. II decoule alors du lemme suivant que u{t) = u{t). 

Lemme 2.6 Soitu une solution de (NS) telle que uq G dBMO et \\u\\c,t soit fini. Alors u 
est faiblement continue sur [0, T], c'est a dire que si (j) £ S, div (p = 

</(t),(/>>-^</(r),(/>> . 

I— »r 



10 



Preuve : Soit (p £ S et u comme dans I'enonce. Puisque u est solution de {NS), elle 
s'ecrit 

u = e*^uo — B{u, u) . 
La continuite faible de c^^uq est claire. Examinons maintenant B{u,u). 

(13) < B{u,u), (!)>=< [ e^*-''^^FVu{sfds,(t)>= [ < u{sf,e^*-'^^V<l) > ds . 

Jo Jo 



Comme ||ii||c,T < oo, u verifie, pom' une constante C independante de x E M", 

f-T 

lo J B(x,VT) 



(14) [ I u{x,tfdxdt <C 

Jo J B(x.VT) 



Comme 4> a une tres forte decroissance spatiale, la derniere integrale de p3|) converge bien. 
Assurons nous maintenant de la continuite faible de B{u,u), en considerant 

B{u,u){t) - B{u,u){t') , 

avec t' < t. 

< B{u,u){t),(j)> - < B{u,u){t'),(l)>= 

<n(s)2,e(*-^)^V(/<>ds+ r <n(s)2,(e(*-*')^-/)e(*'-^)^(^>ds 



Jo 

En utilisant comme plus haut que u verifie la maj oration (|14|) et que i;^ G 5, on voit que le 
deuxieme membre de cette derniere egalite tend vers si t' — > t, ce qui prouve le lemme. 
■ 

Ainsi u{t) = u{t) ; on en deduit en utilisant la proposition 11.21 que u = n au voisinage 
de r ; on contredit ainsi la definition de r. 

II nous faut maintenant montrer que les solutions que nous construisons sont effectivement 
dans 8. Nous considerons u = w + v une solution construite comme dans le paragraphe 
precedent. 

Les fonctions w et v verifient chacune la condition (i) de la definition de done leur 
somme u aussi. 

Reste la condition {ii). Elle est clairement verifiee par w, puisque sa norme dans X^o est 
majoree par Ce, et on prend le parametre e assez petit. Pour montrer que v satisfait aussi 
cette condition, nous nous plagons en r > (le cas r = est clair) et nous allons voir 
que pour un certain (5 > 0, v{t + •) ^ ^5- Pour plus de simplicite dans les notations, nous 
ecrirons dans la suite r = 0. L'equation suivante est satisfaite par v : 

(15) V = e^^vo - B{v, v) - B{w, v) - B{v, w) . 

(noter que v est fortement continue a valeurs dans L^, done v{t) = vq est bien definie). En 
resolvant cette equation par point fixe dans Xt, on obtient une solution v* G Xt pour T 
assez petit et telle que 



car Wo G C g^^^^'^ _ i\ guffit maintenant de voir que v* = v au voisinage de 0. Ce sera 
possible grace a un argument de propagation de regularite qui decoulera du 
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Lemme 2.7 Pour T > les applications suivantes sont continues : 

B : L^([0, T], L^) x ^^([0, T], L^) L\[G, TlL^) 
B:XtX L\[Q,TiL^) L\[Q,TlL^) . 

Preuve : II est bien connu (voir par exemple [Jj) que B est bicontinu sur U'L'^ des que 
2 2 

— I — = 1, ce qui est le cas ici. II reste done seulement a prouver la seconde assertion du 

P q 

lemme. 



f 1 

B{U,V)\\4< / ||G||i||u||oo|b||4rfs 

Jo Vt- s 



* 1 



^ / r- n II^IU^iglklUT • 

Jo yjsy/t - S 

Or si 1 1-^ 11^(0 lU ^ -^^) l^s lois de produit entre espaces de Lorentz impliquent que 

^\Hs)\UeL'l^^' 

puis que / =||f||4dg G L^. Autrement dit, 

Jo Vs\/t - s 

11^(^.^)114 < lbllL4i4||u||xr • 



Par propagation de regularite (lemmeE^, E L'^{[0,T], L'^). D'autre part, v est pour T 
fini dans L°°([0, T], L^) n L^{[0,T], H^), done dans L'^{[0,T], L'^). On revient maintenant 
a I'equation ((T3)) . que Ton resoud par point fixe dans L''([0, T], L^) ; pour T assez petit, 
on a unicite des solutions de norme petite ; on en deduit que v* = v au voisinage de 0, ce 
qui conclut la preuve de I'unicite dans £. 

On pent maintenant montrer que pour uq £ S , la solution u (unique dans £) de 
(NS) est a valeurs dans g'^^^^^ ^ 

Pour ce faire, soient deux suites {wq) et (vg) telles que 

{\\Wo\\dBMO < ^ 
wl + vl = no 

et on applique le schema de construction de solutions du paragraphe precedent a la 
decomposition uq = Wq + Vq pour obtenir 

u = w^ + 

ou V est localement bornee dans et HtwUgBMO < C5. On conclut en laissant 5 tendre 
vers 0. 
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2.4 Ajout d'une force exterieure 

Nous nous interessons maintenant au systeme (NSF). II admet lui aussi une formulation 
integrale, sous la forme 



u{t) = e^^uo 



f e(*-")^PV(u(s) u{s))ds + /* e(*-")^PVy(s) ds 
Jo Jo 



Que doit-on imposer sur V pour que les resultats obtenus en I'absence de force exterieure 
soient toujours valides ? 

• Si Ton se place dans le cadre des solutions d'energie finie (no G L'^), il suffit que 
V £ L^(M+,L^) pour garantir I'existence d'une solution. 

• Si maintenant Ton considere le cas uq £ dBMO, on pent, comme dans examiner 
quelles sont les conditions sur V pour que la methode de point fixe s'applique encore 
et donne une solution globale de (NSF) pour une donnee initiale assez petite. En 
reprenant les estimations de [B] sur il apparait que 



f\it-s)^]PX/V{s)ds 
Jo 



< \\V\\z 



ou \\V\\z est donne par 



\\V\\z'^=snp[ I |l/(y,t)|dydt + supt||y(i)||oo+supt3/2||VF(f)||^ . 

x,R Jo J B{x,R) t>0 t>0 

Ainsi si \\V\\z et ||no||a_BJ\/o sont assez petits, la methode de point fixe permet 
d'obtenir une solution globale dans X^o de (NSF). 

Les deux observations qui viennent d'etre faites conduisent au theoreme suivant : 

Theoreme 5 Soit uq G ^^^^^^ ^ existe e > tel que, si 

V = Vy + Vyj avec \\Vy,\\z < e et Vy e L'^{'R-^,L^) , 

le systeme (NSF) admette une solution globale a valeurs dans dBMO issue de uq. De 
plus, pout tout 6 strictement positif, il existe une constante C{5), dependant de uo, V et 
6, telle que 

Vt>0 \\v{t)\\9BA40<Ci6)il+t^). 

3 Espaces de Besov, dBMO et 5^^^^*^ 
3.1 Espaces de Besov 

Une fonction / de M" dans W est dans I'espace de Besov 5^ ^ si et seulement si : 
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ou les Aj sont les blocs dyadiques associes a une decomposition de Littlewood-Paley 
homogene : 



$ E 5 

Supp(6) C C(0,3/4,8/3) 
Aj = Id dans S' . 

On pourra trouver une presentation exhaustive des espaces de Besov dans jl5j . 
3.2 L'espace dBMO 

La reference majeure pour BMO est le livre de Stein [T^. Suivant en cela Koch et Tataru, 
nous adoptons la definition suivante pour BMO : f appartient a BMO si et seulement 
si : 



sup oo. 

R>0,xm^ Jo J B(x,R) 



(ou Ton note j- = —— — — I ). II est a noter ( Jl], 0) que cette definition ne 

J B{x,R) \o{x,R)\ Jb{x,R) 

coincide pas entierement avec la definition "classique" de BMO, selon laquelle / appartient 
a BMO si et seulement si : 



sup / f{y) - f f 

xm'',R<pJ B{x,R) J B{x,R) 



dy < +00. 



Du moins les fonctions qui verifient la condition ci-dessus sont-elles dans l'espace BMO 
tel que nous I'avons defini. 

On pent maintenant definir dBMO, l'espace des fonctions derivees de fonctions de BMO. 
Plus precisement, on dira que / G dBMO{W") si et seulement si il existe des fonctions 
de 5M0(R") h,...,fn telles que : 

" d 

/ = E d^/i ■ 
i=i ' 

On pent montrer ( JJ) que cette definition est equivalente au fait que / verifie : 



fR^ f 

(17) sup / I \e^^f{x)\'^dxdt < oo . 

R>0,x&? Jo J B{x,R) 



Cette derniere formule definit une norme sur dBMO ; nous la noterons || • \\dBMO- Muni 
de cette norme, dBMO est un espace complet. 
Pour finir, notons le lemme suivant : 

Lemme 3.1 // existe C > tel que, si f £ dBMO et t > : 

II tA II ^ II II 

||e u\\qbmo S \\u\\dBMO ■ 
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3.3 Donnees initiales permettant d'appliquer le theoreme 

Le theoreme (jlj) est enonce pour uq £ S , mais la preuve donnee plus haut en dit 
un peu plus. Elle repose en effet sur un decoupage de la condition initiale en une partie 
reguliere et une partie dans dBMO de norme < e. On en deduit facilement qu'il existe e 
tel que la meme methode s'applique pour uq G dBMO tel que : 



diun.S) = inf 



UoWdBMO < e • 



Pour e assez petit, les conclusions du theoreme ^ restent done inchangees, a ceci pres que 
la solution construite n'est plus a valeurs dans S 

OA T 1 -^dBMO 

3.4 L espace S 

Soit VMO (pour Vanishing Mean Oscillations) I'espace defini par : 

' / G BMO 



(18) 



/ e VMO ^ < 



sup 



/ fiy) - / / 

J B{x,R) J B{x,R) 



dy 



sup 

xm'^,R>pJ B(x,R) 



f{y)--f 



f 



B(x,R) 



dy 



On trouve dans jjl] le resultat suivant : 

Proposition 3.2 VAdO est Vadherence de S dans BMO. 

Nous notons maintenant di pour ^ et dX pour I'ensemble des derivees de fonctions 

de I'espace X (au sens de La proposition suivante va nous permettre de mieux 

„ , -^dBMO 
apprehender 1 espace o : 



Proposition 3.3 On a : 



dVMO c S 



■dBMO 



Ti o ^ TATi r^ -^BMO ^ „ „ -^dBMO 

Preuve de la proposition : Soit / G VMO = S , montrons que dif £ S 



Soit done 



une suite de S telle que 



BMO 



Alors, comme 



\BMO 



> \\d. 



IdBMOi on a aussi : 

dBMO 



On en deduit done que : 



d'oii le resultat. 



„ -^BMO -^dBMO 

diS C S 



Soulignons enfin le phenomene suivant: nous venons de voir que les fonctions de BM O qui 
sont dans 1' adherence de S sont plus regulieres et ont une meilleure decroissance a I'infini 
que les autres fonctions de BMO. Ceci est exprime par les conditions dans (fT8|) lorsque 

p ^ OU p — > CXD. 

Pour S , on observe aussi ce double effet de regularisation locale et de decroissance 



plus forte a I'infini. Ainsi, on verifiera facilement, en une dimension, que x 
et X I— > 1^ appartiennent a dBMO \ g^^^'^^ ^ premiere fonction ne present, 
decroissance a I'infini et la seconde ayant une trop forte discontinuite en 0. 
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4 Conclusion 



Pour conclure, il est interessant de recapituler les resultats dont nous disposons pour 
I'equation (NS), suivant uq : 

• Si Uq est dans g'^^^^'^ ^ \[ existe une solution n, a valeurs dans g'^^^^^ telle que 

\\u{t)\\3BMO < C{uo){l + Vt) . 

• Si Uq est dans dBMO avec ||uo||a_Bj\/o < il existe une solution u, a valeurs 
dans dBMO, et telle que 

\\uit)\\QBMO < C\\uq\\qbMO ■ 

• Dans le cas general uq £ dBMO, on ne salt rien sur I'existence d'une solution. 



5 Annexe : resultats de type point fixe 

Nous utilisons dans cet article un theoreme de point fixe et un lemme de propagation de 
regularite. lis sont rappeles ici (on pourra se reporter a [S]) : 

Theoreme 6 (Existence et unicite) Soit X un espace de Banach, L un operateur 
lineaire sur X de norme X < 1, et B un operateur bilineaire tel que : 

\\B{x,y)\\x < 7lkllx||y||x 

Alors pour tout y £ X tel que 

47||y||x < {l-Xf 

la suite definie par : 

1 Xo = 

\ Xn+l = y + LXn + B{Xn, Xn) 

converge dans X vers I'unique solution de 

X = y + Lx + B{x, x) 

telle que 

2-f\\x\\x < (1- A) 
De plus, on a V estimation suivante : 

\\A\x < ||y|U 

Lemme 5.1 (Propagation de regularite) Soient x, {Xn)n£N, X et ^ comme dans le 
theoreme precedent. On suppose de plus que y est dans un espace de Banach Y, que L 
est un operateur lineaire sur Y de norme /U et que 

\\B{f,g)\\Y <K\\f\\x\\g\\Y 
\\B{g,f)\\Y <K\\f\\x\\g\\Y. 

On suppose enfin que fi < 1 et que k{1 — A) < (1 — Alors Xn converge vers x dans Y 
et 

\\x\\y < WvWy 
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